Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/15 : CIA-RDP80T00246A018000450001-2

50X1-HUM

0‘0
<

Next 86 Page(s) In Document Denied

Q”g

Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/15 : CIA-RDP80T00246A018000450001-2



THE WETHOD OF INTEGRAL MANIPOLDS o
IN THE THRORY OF NONLINEAR
DIFFERENTIAL EQUATIONS

/ Puper presented to the V-th Iutnmm STAT

Bathematical Congress in Stockhols /

Kfev - I962

PHLIGR R G

Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/15 : CIA-RDP80T00246A018000450001-2



— e

" Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/15 ; CIA-RDP80T00246A018000450001-2

© ACAMESY OP SCIENCES OF TNE UKRAINIAN SEN
. ISSTITUTE OF MATHEMATICS
— "
YU . A.MITROPOLSKY |
USSR

THE METHOD OF IRTEGRAL MANIPOLDS
Jr TR THE THEORY OF NONLINEAR

DIFPERENT1AL EQUATIONS

/ Paper premented to the V-th International
Matnematical Congress in Stockhola /

Kiev - 1962

Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/15 : CIA-RDP80T00246A018000450001-2



‘—

@F Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/15 : CIA-RDP80T00246A018000450001-2

Wt

Recently, a new approach to the investigatioa 3
of behaviour of the differential egquations solu -
tions, the so-called method of integral manifolds ,
has been developed and applied in the Soviet Union
~and in the USA.

The {dea of the method, which belongs to N.R,

. Degoliubov, was stated by him in 1945 in & monog -~
repht "On Some Statistical Methods in Mathesatical
faysica”. In this moncgraph, a particular problem
comeerned with properiies of the solutions of equa-
tions in standard form is considered.

At pressnt this idea has been greatly gemeras -
1ised amd Ba» been applied when studying a suffici-
aatly. W class of differential equations that the
iniuﬂpﬂm of various oscillatory processes sug-

o

- gests,
Let us outline briefly the general ides of the
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method, before we proceed to deal with a number of
concrete classes of equations, for which the method
of integrsl manifolds allows to chtain intcresting
theoreas revealing some peneral properties of integ-
ral curves, ant to consider the basmic methods cf the
theory and analyze the developments and results re-
cently obtained,

First of 21] we shall gtve the analytical e -
tinition of an integral manifold for a syster of
differential equations

X, (1)

where L A sre vectors of an n - dimensional Fu -
clidian sapace E;h R t ie time, ¢ is a small po-~
“1tive parameter, and the right-hand sider of gystem
/1/ setisfy certain sufficiently general conditions
for —wee o L « «o and X contained in the open
set U” € I_‘: .

Suppoae tnut':o each t in the interval (v, =)
there correapondz a certain set fs( of pointe X
which can be represented analitically ir a paramet- :

rical form by mearsof eguations

x={(t C, C,, .. C,) (2)

where }({,(jt,CLJ.“,C;) satiefy lipschitz's
conditions with respect to (:‘, C;) o C; in

the whole range of their variation.

%

- -
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e

7 gmem S, will be seit to WS « Mekk

£3en) integral manifold foF' tiha' /37

ﬁﬁ‘ every solution X=X (i\) of % o«ﬂ-tﬁn the
relstion T e

. x(t) € Sc (3)

whieh holds for some woment &zt , will hold for
every real value of t .

- Ceometrically interpreted, the integral mani ~
fold - St represents a hypersurface having the
property that if some value of the solution of a sy-
stem of equations lies on the integral manifold /on
the hypersurface/, then the whole of the sclution
will also lie on the memifold /on the hypersurface/.

Originally in the paper /3/ the ides of the
theory of integral manifolds was applied to the fol-
lewing particular problem. A particular case of equ-

_ atioms /I/ is considered, whem the right-band side
Qf the systea is proportional to a small paramneter,
 the so-called oquttom in atandard fore:

dx _ “)
at e X (¢, x)
Asouming that for every X € U we have
t+T
Tff.'".. :ri" 5 X(t,x)dt=X (= (&)
t
-5
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uniformly with respect to t in the interval (-0, <)
rimultaneously with aystes /4/ the averaged equation

éﬁ%::t,)(o(ﬁk) . (e)
is considered.Ther a fairly complex problem is &0l
ved for equations /4/,vis., to establish a series
of agreements between Swch properties of exact so -
lutions /cbé-o of system /4/ / and approximate 20 -
lutions /those of the averaged system /6/ / asz are
dependent on their behaviour in the infinite inter-
val.
‘ Thus, for imstance, in many cases of importan-
ce /a8 shown below/ the averaged equations /F/ al -
low invariant manifoldes of toroidel type. In this
connection, the following quegtion is of interest 1
will the integral manifolds of the exact eguations
/4/ 1ie in sufficiently clome neighbourhood to the
toroidal manifolds above and to what extent will
they be stable?

It should be noted that by using certain chane
ges of variables, the saxact equations /4/ can be
reduced to a special form in which the right-hand
sides differ from those of the averaged equations

by terms of higher order of smallness, Hence , the
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problems arising herein POSSSES & eorm:! alng to
the problem of the existemce of periodic solutions
in A.Foincaré’s local theory.

fiowever, while in Poincaréd’'s theory the prod-
lem is reduced to the investigation, Wy employing
the theores of implicit fumctions, of the solvabi-
lity of a system of ordinary equatioms with a i -
nite numbdber of unknowe, which contains a small pa-
rametar, the theory of integral smanifolds deals
with functional equations detersining the func -~
tions which characterise the integral manifolds
in question.

At this point, it is %o be noted especifical-
ly that independently of the mentioned above prob-
lem of the correspondence betlween the exact and
approximste solutions of systea /A] /i.e.between
the solution of sysiem /4/ and those of system
/6/ / , which is a problem of substantiating the
averaging method, the copstruction of even a lo -
cal theory of integral manifolds for systes /4/

is of great interest in jtmal? owing to the fact
that the qualitative investigation of the solu -
tions of system /4/ will be greatly simplified ,
if tnese lie on a manif~1d of smaller dimensio -~
nality than the initial phase space,

-7-
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A special feature of the idess deing develo -
ped in the method of integral manifolds is the new
approsch to the qualitative thsory of differeantial
equations. We consider hers two systems of diffe -
rentisl equatioms - the exect equetions /4/ and
the approximate equatioms /4/, the difference bet-
ween their right-hand sides deing asymptotiocally
smsll. It is known that individual solutions , as
a rule, are very sensitive to small changes of
the right-hand sides of the squations.

Our theory deals not with individual eolu -
‘tions /curves/ but with integral manifolds /hy -
persurfaces/. And it appears that an integral me-

nifeld ie a more stable formation with a respect
to small changes of the right-hand sides of equa-
tions tham individual molutions. In many cases

A ot

theorems of the following type can be proved: if
the approximate equations /6/ have a certain in-
tegral manifold, then the exact equations /4/

will aleo allow an integral manifold which lies

in an sasymptotically narrow neighbourhcod of the
approximate systea. At the same time, similar the-
oress for individual solutions are obtainable one- :
ly under sufficiently rigid conditions imposed i

-8-
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o1. the right-hand sides of equations /4/ and /6/.

It seems quite opportune to emphasise hcr"
the fact that the very existence of an integral
manifold for the exact equations/4/ ies of grest
importance alsc for the study of their individual
solutions, for now, instead of considering the who-
le phase space, it is possible to concentrate upon
the consideration of solutions lying on the integ-
ral manifeld - the hypersurface,

After the preliminary remarks above and brief-
ly charscterising the basic features of the method
of integral manifolde, as applied to equations of
the /4/ type, we proceed first of all to the con -
sideration of the typical systems of differential
equations containing a small parameter, for which
the applying the i{deas of the method of integral
manifolds proves to be very effective.

The ‘method of integral manifolds can be effec-
tively applied when investigating not only the sy-
stems listed above, to which many problems of non-
linesar vidbrations theory reduce, dbut also more coms-
plicated differential systems containing a small
paramster,

Thus, the method may be applied itc syetems
which are near to autonomous, such as

-9-
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3—%'-')((1)-* e X (3t =€), (7)

and systems which are near to non-autonomousn, such

%=X(£,1)+£x*(vt,a,t), (8)

¢ Dveing s small positive parameter, x , X '

R

as

)(: - N -dimensional vectors Puclidian space

E .

n?urth-uorc, the right-nand sides of the egqua-

tions /7/ and /8/ are periodic or almost periodic
in t .

With e number of assumptions, numerous pro-
blems of the theory of oscillations /such as oscil-
lations of system with many degrees of freedom and
resote from being harmonic, relaxation osecills -
tions, etc./ will be reduced to systems of types
/7/ and /8/.

1t is also possible to consider more general

a1t e .

systems of differentisl equations of the form

dx _y (x %) + €X(€,6,%,8), (9
dt !
‘ 10
&-X@.o. x) +eX (1.0, %.€) (
«10- 2
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s o "

/] T=¢t 1e slow time, gg 9(‘) J o+ An
which the possibility of & slow variationm of s
masdber of parameters is taken into account or sys-
tems of equations of the most genersl form

XXy +eX 0=y 0),
d“f ey (6,x ‘j)

where X ,X X are N - disensional vectors

amd Y, Y are m -dimensional voctor: of (nem)

- dimeneional Fuclidian space Emm = vO).
The method of integral manifolds can bo ap -

(1)

plied with success in investigating systems of equa-
tions of the form

= X (¢,x,y),
=Y (t,x,y)

/where X , X are N - dimensional vectors and
y ’ g are ' - dimensional ones/, that the
study of relaxation oscillatory rystems gives. Ae

(12)

18 known, the system /12/ reduces to equations
of the forw /1I/ by simple transformations. How-
ever there is a number of cases when it is con-

venient to consider system in the fore /12/.

-11-
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It is usually expedient to wake easier ‘the
application of the sethod of integral manifolds to
the investigation of systeme listed above by means
of transforming the latter to new variables and re-
ducirg them to such a form which would take into
consideration their specific features and enmble
us to evaluate the terms of the higher order of
smallness which are being dropped in order to de-
Tive approximate equations,

These transformations usually reduce eystems
of equations tn cylindric or polar coordinates .
toe substitution essentially depending on the form

of particular solutions of appropriate non-per -

e

turted equations, which are obtained at g . () .
After appropriate transformations the eystems
of equations reduce, in gereral case, to the gys-

texs of the type :

kj{ re N 1

dU MEerab) Sty v abe ":
dy s f
at “h (b v ab) +S (Lo wa,be, |
da A )

gt ntbeval) rA (Lyyabe)

3? Bltewb + B, (t,9vabe),

. P
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where 0665:50, 9 ¥, a, b are vec-
tors of k , { s+ M, M « dimensions respectively.
For the systems.of Jdifferential equaticns li-
eted above there ie stated a number of theoreme on
existence of properties of integral manifolds,there
are developed the rules of effective constructing
the integral manifalde. Thanks to the latter, the
investigation of solutions of the initial sy:tem

i® greatly simplified and {n some cases may be com-*

pleted,

#e shall siate a few typical theorems obtained
by our method.

We consider a aystem of equations in etandard
form /4/ and the corresponding syatem of the first
app.cximation /6/,

The following theorem is proved :

Théores /M.N.Bogoliutov f47 / .

Let an equation ,/f/ has a periodic solution

X =E(wt), g(s):g(s+2ﬁ) and tne real

parte of th_o N -1 characteristie -xpor\‘enta of the

variational systes of equatiors for a snlution E(wt)

Q&E . elx_lw (g (uyi})sg (14)

Jdi

are different from zero. Assume also that X(I,t)

~I7.

0001-2
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z't‘_’f

is almcst periodic in t ’ unifamly continugus
with respect 2o X in P - neighbourhood I.%,of

& perindic soluti-: E(wt) und han pﬁrtial dert-
vatives with reagr. ' to X up to the reccna order,
which are bounde! -t u-iforwly continuwous in X
for 7
tescteow, x € Uf. (15)

Under these assuapticn- there exist positive nus -
bers E° . S, (S, ‘—f’) euch that for every §
(0 <& <¢&,) we have :
1/ equation /A/ has a uriique integral znrmifold
S lying in U‘ for ali t . mrasetricai-

*

1 ly :'epres.or.ted ty . ,

X = f( t,‘g,f-), (16)
wrore f is defined for 4l. real ¢ and 8 s DE~
rictic in @ of poriod 2% and almoct periodic
in t uniformly with respect to 9 with frequen-
3 cy basis of functions X (t,x) « In addition
the followiug inequality is satiofied t

f§toe) - s8¢, (17)
mhere 8(2)«-0 ss €=~ O’ f ( f'n 9: E) has

uniformly continuous derivatives with reepect ‘o

up to the secont order:

Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/15 : CIA-RDP80T00246A018000450001-2
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1

2/ th.rg exiets a furnation F' (t,e,f ; daft -
I“gf:or gljlfrf}al t , O , vericiie i @ ‘of
’;triod . Z£ and almort periad:ic m,t .‘.nnif‘%ml},
tﬂt Tespect to 6’ + having continuour derivatives
Wp to the second order, au.ch that equution /4/ on

Wifold S is eqrivalent to the equation
| d6
= { : -
gz- € F( ,0,€): (18

3/ if the cylinder of periodic solutions g(wt«r?l
whére (' is an arbitrary corstant of equstibns,’f/. |
is atable, unetadle or conditionally stadle with
Yespect to an S - dimensional manifold, then the
integral manifold S of equation /4/ is stable,
unstable or conditionally stable with respect to
e S - dimcnsional manifold. The mantfold S wil.
be referred io as rtable if there exist meighbourhoods
' ‘J‘ ’, L);‘ of dinensionality n+ § of the mani -
fald . LI‘ C U: euch that for every solution

&K () of the equation /4 x(t) & U’t will
follow from x (t,) e U’ for a11 t3 ¢t  and
/ 3.(t) > S as t - <o « If for every

.’l(i) from x(t,)e UrS we have x(t)r‘rs
as t ~» e s thep S %#ill be referred to
a2 unstable, If l); 18 of dimensionality S na+f
und if for every x (t) from o (t,) e U'

Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/15 : CIA-RDP80T00246A018000450001-2
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thero follows x(t)€ U for t’%l' and ;
x{(4)—> S as t-—+es , and if x@)e - U;
with X(t)fe S for t — oo ', them S ﬂu

b be said to be copnditionally etable with respect to

an 5 -~ dimensional wanifold.

Recently, some mathematics in the Sovict' Bn:i-
on as well as in the USA have proved a series of
theorems of the above type. Thus, the following
thecrem holde :

Theorem /Yu.a.ﬁitropolsky [50] AR

Assume that the following cordition are satise.
fied for aystem of the differential equntions/?/ H

a/ the equation of “unperturbed” motion

| g’f" X () 19
has a periodic solution
X=x"(¥), x(¥+2%)=x"(¥) @9

depending on the arbitrary constant § (¥ =wt +@);,
b/ the real parts of all M -1 eharacterintie
exponents for the variational equaticn

d&! X (x*) Ox, (21)

corroaponding to the periodic solution /20/ are dif-
ferent from zerog .

¢/ it is possidble to find a P = neighdeurhood
DP , orbits of the periodic solution /20/ &nd an

] ~16-
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6, + such that in region «-0“-‘-(-0 I‘D, &“*v
~ ¥he functions £
8t Xx)+ £ X (\’i x,e) - o)
- &re unboundedly dxfferantia‘:'lﬁ with respect to &
> ond & and possess bourded and uniformly con-
“tinuous derivatives in the same regiong '
4/ tne functions X (‘i"t X, €] are periodic
tn Vi 5f period 2% » Or there exists for
"them an average in t . ' '

Then positive numberm ¢ and G’(‘-“‘-j‘ ¢'e§,)
such that for every positive £ « €'  the folw
lowing etatements hold :

I/ equation /7/ has only one integral manifold
lying in the repion
o cteooo, xe D Octce (23)
end parasetrically representable by

2=x0)r HAWAGL % e) + AR 0Ly, Totpe) eh)
where CP(V‘t ‘P 6) is defined in reglion -~onc ic.av
We ), 0<E<E and has a perioda 2% in Y

2/ for the solutions lying on manifold /24/ sy-

stem /7/ is equivalent to the equation

dv
(3"{: W + &£ l‘ (Jt, *}f,f_‘) @s)

in which funciton F(VE ¢ €) is defined in the

-17-
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region ~e-actc e, we 2, Ocg<E, unboun -
dedly differentiadle with respect to ¥ and perio-
dic in ¥ of period 2% ;

3/ manifold /24/ possesses the same properties of
stability,unstability, or conditional stability as
the cylinder of periodie solutions /20/.

The investigation of integral sanifolds appesrs
to be more complicated for system /7/, If the equa-
tior of "unperturbded” motion /13/ has a static eso -
lution or a faamily of periodic solutione depending
on more than one arbitrary constant /twe , for in-
atance/.

In duch cases we meet with difficultie= which
prevent ue from studying the properties of integral
manifolda in the whole phase apace and confine us
to the consideration of only lccal manifolds .

Here the following theores holds :

Theorem /C.B.Lykova [22] /.

Aseume that the following condition are satis-
fied for system of the differentisl equations /7/:

a/ the system of "unperturbed" equations /19/
has an isocilated static aolution

x-0, X(0)=0 Sx (0) #0); (2¢)

v/ the functions A {x) + £X‘.(‘H—1i)in the
ragion

-lfla
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—wsctewo, :nce.D OtsEéE., ?7)

%
mmD,‘ 4s & €, - neighbourhood of the point WO ,
are pericdte in vt of pertod 2% and possess voun- zf
ded and uniformly continuous derivatives with res-
m‘k to X, & of any order;

- o/ for the variational equations

d 553 x (0) O (8 .-

A

mpcnding tc the atatxc golution /26/, the cim-w ,
mtn‘ittic equation ‘
19.2-a1-0 (a=X_(@) @9

has two purely imaginary roots * L(..g , while the

#Edan

other roots have negative real paris.
Then positive numbers g, (S; ' Pi can be poin-
ted out such that for every positive ’ &LE: 5&6:,
?, _?, the following statements will holds
I/ équation /7/ nas only one twc-dimensional
local »/ integral manifold mt paraszetrically
rtprplutnble by

’ will be said to he a local *ntep-ral nani-
fold, i‘ from the relntisn x{{, %, %7 ¢ e!Ttt 1%, }4).,,
l?\a?‘ valid for t=t, follows .x(f,,gtg oe m
for sny so long as fgu <P, 3§J‘~3’; t

19~
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S x'(t)= n§fb§ +13h P(% ¥e'e) (30)
where ﬂ D are cond! ’f’fi n- dinensional vectore,

D _ 4 constant uiri: of N rows and n- 2 co-
lusns, and ‘.!ying in the rugion . + The fuaa- ‘
tion :(V?‘. L % § E) is defined in the region

! ~oectlcw., r!, f&a O0cect) (5{}
has bdourded and uniforsly continuous derivativee

with respect to ! N E* s &€ of any order, and posS-
sessen a period 2% in Vi |

2/ cn the locsl integral manifold mt egustion

/7/ 48 equivalent to the following system:

e LwE + Pt g  ¢),
‘i& -wE + QLE xT f))

3/ tua local mtegrxl manifold TR attacts /so
.long 88 tgt}:(?ﬁ ¢ l < _Pi / every
solution of syatem /7/, whose initial valuss belong
to the region U? .

1
The above theorem is of irterest in connection

33

with the study of tne behaviour of integral curves
in the vicinity of the origir, and a number of cone
clusions c&n be made therefrom with regard to the
2tability probles in the critical case for persa -
nently active vesrturdbations, etc,

w20
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M m wore general W“
ﬁ:xcx)' e
| 7] A
'1-; runy of periodic solutions is knewn . o
k (wfﬂf,a) (mt+c( =) (3“ |
: fﬂ!’ period 292 in ¥ , depending on two ardit «
» M constants and ¢ s @  Dbeing a -
@ fumection of Q@ in the general case
E‘ ' w=w(a); Gy

ai for the systenm of variational equations

" {—{- X (x°)éx (36 -
-mponﬂ¢ng to the nerinhc soiutien /%8/ , -2
"‘MG‘n’iauc exponents

dyy g ey 37,

- B&ve negative real parte, while the two characte -
‘;ril‘hh cxponents “, c:L1 are equsl to gero
'%;r wirtus of the existerce of a two parametric fa-

!ﬁr of periodic solutiors /543
o/ A)#+0 v a€e QU /7 Ot

"being the interval of variation O - (Clt, Q&) o
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rrnich @ does not become zaro/ , where

ala)- m;njmawh)l,o-mml.% " L+d)

in which ﬁ(*f’,a) in a metrix of M1 rows
and N -2 cclumns, whose elexents depend on Q
und are periodic in ¥ of period 2 X .,

4/ there exists a certain neighbourhood U of
the curve X = X (Wlf‘fa) &E=0 vxn an

(28)

n+{ - dimensional space for which the functions

X@E +eX (vt,x,e)

and tuneir vnartial derivativee of any order with
resnect to X and & are tounded and uniformly
continucus for

~~oo-f.{,¢«:}

¢’/ the Punctions .X.(‘nnx.é} are periocdic
i t of period %f_ uniformly with respect
o L amd  § in the region U:. .

Ther pogitive numbers é‘, S, {‘51 < S, £« fe}
can le glven such that for any positive £t
the following statements will be true :

1/ equation /7/ has only one 2- dizepeional
leccal integral manifold Tnt on regiun U and

parametrically representable by )
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2/ on the lml iptegral manifold ﬂ"(t
are cquhuo-at to the aystea

T»w(a)+ P(t*fa €],
Q?-» Q (t va,0),

;ﬁi‘, they are pmm’w& m' e

of period 2% .ara b

F . eontinuoue étriva%itm 'tﬁx

@R, E of any ovder; ,
5/ the lwa\l integral manifold mt is aam :
.f,,;he- it attracts any soiutiont af syoten /%/;M
“‘%!u‘t.:tfl values belong to region. ‘.5 f&o Iw .
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s

#e now briefly con
the method of mv!at e :
existence and proﬂrﬁin sf iﬂteml manifolds.

One of the 1!9«!%:»% ateps of pronf is the
reducticn of the equations to the form /I3/ éon-
venient for further coneideration and proof of
suxiliary lemmas, R

An inherent difffculty in this rvdmtiu
/escpecially in reducing the equations to %ﬁ
standard form /4/ / 1is the trmtfomti,&; of
variables cuck that in the new equations tha 7
time L 18 contsined in the terme of higher or-
der of smallness. Thereafter, & fanily of solu -
tions for the system in question is sought 8o
ae to belong to a specially selected clase of
functione. For this purpose, the first eguation
Jor the First two equatiena/ {9 considered, in
which R s repluced by an arbitrary function
belonging to the giver class, and then ihe solu-
ticn of some funstioral equation is found by uain‘
the fixed point law. Then for the manifold odtat-
ned the periodicity or nlnost«peribdicitx with
respect to t and the property of’ stability
are established from the fact tha.t this nmiiiﬁld
satinfies the eguation,
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a this point, it seems wm particularly

a8d interesting to note that the integral mand

_{i&d ¢an be computed ‘bdy sucoeuasive cpproxiuuim:

ince the transformation as obtained from the &f?

ferential system in the process of proving the 0!&‘-.‘{

stence and onenese of the integral manifold is a

reverse one, transferring each term ( (D, a) of

the class of functions }' ( t 9 () inte .

C (D 4)y. :

A very important point in the method of proof

of all the previocue theorems, is the fact that by
~%his metnod the exiastence of an intepral manifcld
 _ cun e proved without making a special assumption
‘Eéapltc~thc dependence of the right-hand sides of

QQ“%!G!‘ ‘on time., T™e above allows Lae method .

rh applied in considering the propertics of ime .

$ral unirolda of systews of differential equa-
ops of type /8-10/.
Yor exsmple, the foliowing thecrem can be pro-

Theores /Yu.A.Mitropolsky [’»7] /.
: Let for nvatea of e*rmtiora
dx - X(xxlre X (6xe) (9

ﬂm ‘tz_e ;s the "slow' time, & «~ 8 fmall po=
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17;1; which < is m to be » constant mmtw;
& family of stable periodic solutions s ‘
3 x=-x° (€, wt+e). - f”?’
~ ,e: period 2T in ¢ (y-witey) 4, M
for any ‘T (-——en¢ “<eos) depending on one arbit -
rary coostant and, consequently, n-4 ctumuu- o
ristic exponents a, (<), o, (%), .., <4, (‘t‘). for |
the varistional system cf equations

45" X (€,x)8x )

written down for enuations /49’ and solution /43%/

bave negative real narts:
b/ tihere exist 9.) and t’,‘ such that in regiom
~ o0l t « w0 :X:f—-D Oéiéf., (45}
where DP ia a ? - neighbournﬁod of nrbit /43/ iﬁ
an N - dimensional space Iﬁ + the functions 7
| X )z e Xw 6 2 e
/ =gt . %{* vir) / are periodic im
8 of period 3% , tounded and have a suffi-
cient number of bounded derivatives with respect to
x,t .« .
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ﬂnﬂwr these conditions pomitive conﬂ&lntl fi
PPy, £4€)0mxeepointedmt auoh

ons /9/ has only one one-parsmetric manifold rt’**‘?
sentable by relaticre of tre form L
x(et, 8,¢) = (et h (e, ©,v,8). @7
'Far solutions lying on tnis integral manifold, eye B
etem /9/ is cquivalent to one differential equa -

3iom of the form e
oL@+ e P9, 0), 4%
where “U-ttl ; the manifold possesses the proper-
ty of stability, meaning that cvery sclution of sy~
stem /9/ whome initia: values lie in region 1}; ¥
is in the course of time attracted to tne mnnifold
followirg the relationship ylt ) .
|x(et,g¥) -« ()} «C 6y
where X (t) denctes ary #olution of eystes /9/,and
s x are poxitive conztants. Above theo-
rems can be greatly ertended and proved for more
xeneral and less rigorous cenditions superposed on
the right-hand sides of the equations and the struce
ture of solutions of the "unperturtel” eaustions.
By using basically the procedure of procf as
deacriled penerally above, mrure tincorems have been

proved in [IZJ . [13}. for sonewhat more general con-
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d’itm ' TR P
‘ Theorea / J.K.Bale [131 /.
Concider the system of equations

8 -de) +eb(t,0) + H(,6y,2,9,
2-calt, o) eClt o)r Lo g2e),

y'= ﬁvp»y(t@ y,1,¢),

where 8 : 9 & are vectors,’ d(i) - veckar gﬁ:
3 Z. - are continuous and have continuous =

Tirst partial derivetives with respect to t e ;.?;;:7

c /L Q) are con':rucus and have continucus foret

vartial "frwati\ms wit!. rerpect o t and 8 -
{7 trhe average valunee of the functions Qf‘,&
b(_t,@. with respect lc "t ana 6 are aqwi

te zera M {C(‘»G}} (", and the characte -
rig*iz nus nprﬂ of the patrices » C h;v& _
nenzers remi parts, Lnen there &xi&t&m &‘f’? G o
sucn Lhat fur 0« € <« & osystem /50/ B dnm
the nejghoourncod \é -6, = 0 a unigqus - in-—
~eyra; maritojl

y- §(L.6¢), 2:9(4.6,¢) 5

*liich pocsesaes the definite property of atability.

-PRo

G . AR gtk gt
N i o e M i s A e N
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1n studying the question of the perturddtion.
of limiting cyeles, a systes of vector equations

X' (a) B ;(_Sz)

is considered in LIZ] . Where .’JL" veo-

tors of disension N, X € C (U ) with
tmtin‘ oren sets in E,,i « It in assumed that
for aystem /52/ a femily of periodic solutions is
known )

xt=x'e (Wt +9),

b (s+%) = ()
inwhter V=18 ...p

Simulteneously with system /52/, the follo -

wing cqultim are considered :

X X' (! ., =" te) (=42 (54

¥

(53)

‘il, which -é 1, ' mll gositiu parameter, | the
functions X x— ..~,JC t,€) with their
first and second derintinl with respect $o

; 2‘ x’ are bounded and tm;t‘oml:, ccntinuous in
rbﬁn | -—o‘—>£ <o, x‘eg U t=12.p

- nlu | . o

X et x40 =X () (212,09 (B
IS ie obvious that the functiome /53/ reprssent s
P ~ disersional torus of soluticns of system /54/

-29..
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' f«r &z 0 . o
m theae assumptions the tonmw ,

o 4“ m 1
fheores / J.K.Hale [12] /.
Asrusme that for each =4 2,..,P ~»
real parts of the (1, -4) _th charscteristie
ponent of the vnrittianal systes of equtim
dd&:x (x. )5::,

are different from zero. Then there exist miﬁ
constant &, , S, such that for every Q< &.

L 4

we have @ .
1/ equation /54/ has only one intigral monifell
S lxtag‘fnr all real t in region LLS .\
.umoro ,U“ isa § -~ neighbourhood of - X ‘e,
manifold- u Wtriully representable by
x :& (t,e‘,‘. S.) (i=4,2,5P), :
where the functione 5 ({, r:C) are &Q
fined for all real L, 6y, ..., 9,. + periodie
An 9 (v=1 %2, -, P) of period X -d
satisfy the intqualities H '
}(( 8, ., P,g)--x (8, l/-ﬁ@)
whnere (f-)'-"o a8 &£-—+0 , and have untlcm
continuous derivatives with respect to &"“’GP
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u; to the second ordcﬂ .
2/ on manifold S aystem /54/ ie oqu:.m;ont to
thn quations

46 |
v T +eF (4, 6, ,68,¢), (59

where the fvaouom F (t 9. ey QP,G) are de-
fined for gli real . t 9 -.-.9,. perio-
dic in .9‘ (f-*‘ .,.-,P) of pericd X
” and have bounded m uifonly continuous deriva-
~ $ives with respect te. . @,,9‘, -6, up
to the second orders |
| 3/ if.the P - dimeneional torus of solutions
-/53/ of systes /52/ i stadle, unstable or condi.
tionally atable with reference to the manifold of
dimension S then the integral manifold 'S ot
/81/ is etavie, unstedle or conditionally stable
¥ith referemce to the menifold of dimension S .
| Most interesting results can bve obtained if
1&. integral curves lying on the zanifald lend
thensolves to investigation. In this case there
oan be proved theorems of such a form 1t

~ Theorem /Yu.i.Mstrepolaky [ 30] /

Suppose that for system of equatioms /7/
the conditions of sesend thoorc- are fulfilled
and, in sddition, that X (V,%.6) are pertodts
fenctions in Yt of pericd 2T .

=31~
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 Ther positive numbers &' - 9'(* l.,nﬁi
 ©ém be pointed out such that fnr m wltiﬁ &e¢
‘*iu systen possesses an 1ntegrﬁ mifald % Im
h_pra-an:ed by a torus/ which satiatica thc eealifiw,
ons of théores 717 ,
The solutions of system /7/ lying'm LS TR |
Ssgral manifold can be represented by : "

22 (P(0) » ${APEI (4, ¥,
+ ﬂ(‘*’(ﬂ)‘ (Vf- W), 6)} P, ¢4, mv;) {W}

k}' = const
and are characterized by a certain numder ¥ .
+ise. they are gquasi-reriedic or periodie dipea&i;& |
on whether the nuader is irrstionsl or re-
tional, : A
In the latter case, svery non-periodic solu~ |
tion lying on this integral manifold approaches
one of such periodic solutions.
Ard, finally, any solution of eguations /7/ ,
- whish passes at L= t. through some point of
region Uc + approaches a8 t ~» % gne of the
stationary solutions menticned lying on the ma-
nifold S‘L « Thie tendency of approach ie suf-
ficiently repid if m(ﬂ'i)oth negative real -
part of the mzmnx‘é exponents is large.
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enough in adbsolute value. ,
Interesting results have been obtained, con-

~esrning the application of the: ifitegral manifolds

method to the stability prodlees and relaxation
vidbrations,

Conuidcr tvro systems of differential equations:

=X @), . t20, (e1)
-X(x)i»x (t,x), tz0, (62

. where X & X. are real R - dimensional vec-
tors and X X" satisfy the conditions which
guaranteo the uniqueness of the solutions of these
syaman.

_ The imvestigation of systess /61/ and /62/
with the integral manifolds method comes down to
ostadlishing the existence comparing the properties
“of the maifolds for these systems. It is establi-
shed for which types }Sl’ the “pciturbing" functions

'the properties of the manifold of systes /62/ are

the same as those of the sanifold of system

/60f. ’

’ The following t!}eoruaiaré interesting
Theorem / J.K.Hale and A.Stokes[11] / .
Assume that the system of equations /6I/,where

., X are real N -~ di‘-mional. Xe—. Ct

~33.
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bas a k+1 - parametric family of real perigpdic so-

lutione @
AR L

x-x[wEit +¢,0],
Q(§*4§’y¢§;3519($¢3} %&

whers (1 (Q,‘ . % ¢ are real conat »
2e)e 0%9), 2T0)¢ C(@), w(0)>0, wiale €, ae
ta‘enich U 18 one of the open sete E oY n,m*-_k
Qe point, in the latter case . k=0 . Qo
-1t n- (k+1) obaractersatic exponents i),
( ) of a nyaten of linear varigtion

. ' n—(tu; 8
m&tionc corresponding to the periodic solution/63/

Rt

" have negstive real parts fcr all A € U m.,,

was ea| ., ﬁﬁ

rank 4 i
N TR T | |
for ald 4 € ‘ € R then the naifaid B

t
m - "“!'M ht mﬂmsa 163/, 18 saymy
"&B“‘tll& auble with mtotig phase and lﬂﬁlt -

tuﬁ.. Ageri. o
“Theores / J.K.Hale and A.Stokes [11] / .o .
Conaider the system egquations /62/ !‘or,,ﬂhiéh

the systen

= X (x)

~34-

: o '5"2,:‘ ‘,', L - cL . " ‘
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5

Qt*iﬁf?ti the conditione of the previous ﬁh’orﬂt
;‘Hﬁ assume that there exist continuous functions
’\ (y) (t) and T < 0 such that

qtt) **-O as t — oo and
X" (t,0)|< ghlx) &9

tar sl x t 2T . 1r, in addition to the-

8 ponditions -
J g(t)dt < =o (6§

then the manifola Trt as determined by relations
/63/ is an asynptotically stable manifold of systen
/62/ with acycptotic anplitude. Firally, {f

JJ g(u)dudt < <o ©7)

thta this nsynptn ically stable manifold of syates
/‘2[ has an asymptotic amplitude and phase,
Inior‘stiag results have teen obtained by the
sethod of fntexrsl manifolde to the irvertigation of
cowplex oscilinicry pnenomena in relaxation azéiila-
tory systems, o
In Bany cases, relexation oscillations in 8y~
skm with mar; Jegrees of freedom are known to be
écuribcd by sycteme of differential equations with
s small paramcier in sose derivatives, In thie con-

nection consiier a system of equations

2.
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'%ﬁ(t x2,¢), € gf d* F(i,x,t}’;*’w»
m x j- are U -dimliomlmtﬁéz ,
- a v 2, F ~m-— dimmul vecto& of ﬁ‘ii&:
M.u spcco E . '
’ Assusing tn’t there wxiate Ry
~lim. ‘:;'r j{t,x,2,V)dv= j.(‘ﬁ‘»‘)
. -\mﬂ‘only with réspect'to X, X € E
- generated systes
gt f.(t,x,2), z=9@(4x)
is considered esimultanecusly with system /Gﬂfiﬁm
- being determined as the root of equatiem
F(t,x, 2)=0. (“3
Under these assumptions ths following thecrem
holds 3 BN o p ek
Theorem /x V.Zadireks (I5] /.
It is assuxed that in regiom

_eoetecw xe U, |z '(({«)kf 94.&4:.& (u}
ths following conditions are fuifilled im ﬁ&iﬁ n
to /69/ 1 |
s/ the vector-function }(l x, %) h%
tinuous, bounded and utuﬁn u,ucmu s emzm
with respeet to X , X § . : ;
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b/ the veetor-functions F(&,xg) q(t,x.)
and their derivatives with respect to all the

argugpents up to the seoond order are continuous

Mud be\mdods

" c/ the second mixed derivatives of the vestor-

function F (t,X,%) with respect to X and 2

satisfy Lipschits's condition with respect to 2 3
d/ the roots of the charscteristic equation

pet |3_p - Alt,x)}=0. (%)

'
whare A(L,l) -T-F! (.(’—.1.0) is a square matrix
of M -th order, satisfy the condition

Re { P (t.x)} ¢ -4.¢0. (724)

Then a positive €, can be given such that
for any positive & < &, the syntem /fR/ has a
unique loeal integral sanifold of the form

2 (tx) =@t =)+ p (4,x,€) (15)

in wnich the function (t,l.t) is defined in
region —~ et <o, xXx € LJ,,l and satiafies the
inequalities ‘

-27-
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L ]

N'(t X, 5)1 Dfe), H’ (t,x'; &) -t X g)‘ « { .
o eae)x-xl, i

where D)~ O, a(e) >0 ,, e ‘__’
and @ (t,%X) is an isolated root ,,g
;"’”/. ' ’ -

Moreover. manifold /75/ has bounded m
uniformly vc§ntinuoua derivativer with Wt h
to X whose order in determined by ﬁq
degree of smoothness f the vactors f-
and F'. A |

By wusing tnis theorem. the stmctm
"of the solutions of =aystem /(8/ can v

anslyzed. ‘'hus, - for example, if the vcct@r»
functions f(t,x,z,{’» )’ ¥ (t,x’z_) are 7
periodic in t  with period 2% and '
system /70/ has an isolated periodie Miﬁn ’
tion X=x (¢}, 2z 2 {(t) with period 2%

then using this theorem, it is not d{f!i-
cult to prove [16] the existence of a
unique sclution of syatem /(A/ with poricﬁ
2 x=x (te), E2=-2(t¢)
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wajch uniformly with reepect to { tends to twe
periodic solution of systen /70/ as &E~»0 . - . .
The autonomous relaxation systese can be stu~ i

died in the same manner. %

Thus, for exarple, considering the system of
4ifferential equations

dx
- },(“'1);

dt _ 7 (x,z)
ege=

tn

where ¢ is a small positive parameter, x , j-
are Nl - dimensional vectors, Z , F are m-
~dimmmsional vectors, and assusing that the varia~
u«#i oquations corresponding to the periedic so~
lution, X =X (¢t) , 2= 2 () of the dege-
nerated system - -

have one characteristic exponent equal to sero, it

is possible to prove for aufficiently general the

-39,
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sexistence and uniqueness of the integral manifold
2(x) = ¢p(n)+ (x,€)

for systea /77/, where {P(%)is an isolated root of

equation F (a,z)= 0 and P (%,8)—- 0 3

as € —> 0 . _

Froa thie readily followas the proof of the exi-
etence of the periodic solution of system /77/ , ten-
ding to the periodic solution of the degenerated sy -
stem /78/ as £ -0 .

The above survey is not full and iasvolves only
some trends in the development of the method of in-
tegral manifolds which originates in the works of
K.N.Bogoliubov,

We have not concerned the interesting results
obtained by L.S.Pontryagin [34], V.M. Volosov [T}, .
E.P.Mishchenko [35] , D.V.anoeov [1], M.D, Mar - !
xus [27) , S.Diliverto [9] , P.Xoosts [0] , B.L. 3
Reinhart [56], etc, which are directly connected

' with our method.

-
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Le achéma oclassique O«

nsminue At considéreblement

lea recherches des derniéres
seauceup de  problémes
P e ont ét4 résolu dNune
o indrale (  lLevi Civitta,

Teoreyy, Lavrentiev,

Gaprebetion .

SeE Dﬁ@blé‘eﬂ . Celle

G norpaax singuliers.
e d'abord

s au  nmoyen de

s céries  sulvant
vee

ide de 1'anal

‘ne directiolb

vaTL hionpelle

e
v.u};‘.i

Y .
dtéds rornidres  des

covtyrmes et cnccieonformas,

Leps  deux méthodes, ainsi

conrdsentations  inuégrales,
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veloppée par Vequas, Boiarski, et Daniluk sont
loin 4‘'étre épuisées. Le blit du présent article
est de signaler gquelgues problémes conmus con -
Csrnant le mouvement d'un fluide avec une
frontiére libre ainsi que quelques probldmes
nouveaux de lsa méme nature aqui peuvent &tre
traitées par 1la méthode variationnelle .

Dans la premidre partie nous allons traiter
des problémes plans et des problidmes & sy -
métrie axiale. Dane la ceconde partie nous al -

lons considérer quelque résultats particuliers,
concernant 1les courants spabtiaux,

Pour abréger l'exposé nous allons formuler
d'une fagon générule, les problémes fromtidres
principuux en tdrmes des represéntations qua -
siconformes. Nous allons commencer par les pro -
blémes plans ot par les problémes & symétrie

axiale,

o
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e v L ,

~ ’ [d
I. Le probleme général .

e i A S

%

: LW
Considérons le systeéme fortement ellip - %
tique
’ %
F:/I.é/,U,U‘Ul,u,,zl_t,t‘ry)fo K
D
o (5 g v v, e ) <0 %
Desipnions par W= f(z./5,/") (2) ~

la représentation quasiconforme du domaine
: - LE
_/]//;, /’") , limité par 1les courbes o et/

- -

Liy=gola) , [y =gylx/

sur la bande (< U <A

L~

du plan W =u + iV effectuéde par
(1 ). Nous allons supposer gue g———2 =
quand ¢ —— ! oo et que le point d'abscisse

x -—¢ de la courbe /o ce trensforme

N ,mm# ‘d*»?":{';zi‘?i’fffé e

en un point pour lequel u=a |
Le probldme le plus simple de la théerie ésx~
des représentations quasiconformes est celui %;‘
de Riemann : établir la représentation ( 2 ) |
étant donné le systéme ( I ) et le donaine . ;
.iﬂGf7Qpe1que soit A , la solution du prodb - § 

1dme de Riemann existe et elle est unique si
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i

/’ sont suffi-

seulement les courbes /: et
réguliéres.
Riemann admet une interpré-
speciaux

probléme de

sanment
simple pour des cas

e
tation mécanique
(1) .

par vy =y [z v)
e/ une

du systéme
aqui se transforme

Désignions
la ligne de _ﬂ(f;.[‘)

droite U = Conat
la vreprésentation ( 2 )
( 3) ( pour ¥(V/

effectuée par 1le
choisi d'une fagon

systéme

spéciale )
(3)

) 2
VA
v(v oy

95
le mouvement d'un gaz avec un débit

définie .

o F 4  dans 1a vande (/2 /)

5 Les lignes Jv son les lignes du cou -
rant; donc dans le domaine 17{7' I

A 4
nous avons un courant avec un débit v
correspond au mou =

v (V)]s
incompressionnadble .

Ile cas
d'un fluide

vement plan
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La représentation ( 2 ) effectuée par 1e
systime

sE-gvlsy
/7] 2
%;-:“cy v(v}Qx

decrit un mouvement 2a symétrie axisle d'un gas

)

1imité par les surfaces de rotation des courbes

Y=Y (x) » 0 et !’#"‘/- v(¥]2{ 2y, (x)
corresponds au mouvement A symétrie exiale d'un
fluide incompressionable iddal .

La propriété 4a'dtre fortement elliptique
s'exprime pour les systémes (3) et (A.;) par
1'inégalité

CA
3V *Ko >0

Cette oomdition est satisfaite pour le cas
de la' dynamique des gaz pour toutes las valeurs
de la vitesss V , inférieuresd celle du son.

Clest ainsi que le théordme d'existence

des représentations quasiconforme pour les sy -
stimes fortement elliptiques correspondants

entraine le théordme d'existence et dtunicivé
des courents de gaz pour les vitesses infé-

rieures & celle du son .
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1
£

<. vouvement d'un Aiuide avec

unc _ froutiére libre.

Vassons aux problémes on 1'une des fron -
tieres du domaine VI, ou bien une
partie quelcongue de ces frontidres ne sont
pas déterminées 3 1'avance mais quelles sont
_recherchdes.

Les probldmes suivants de 1la mécanique :
1'étude du mouvement ondulatoire stable d'un
fluide est celui du mouvemets d'un fluide
avec ‘détachomant des jets appartiennent & la
classe considérée.

Fosons 1le probléme suivant qui contient
beaucoup de probldmes classiques de 1'hydrc -

dynamique.,

Probléme 1.

Ta courbe /o est définie pour
tous les xr <z, , [/ - pour tous les x «<ux, .
11 faut détermincr les courbes /5 et /° pour
tous les x d'une telle fagon que pour les
partieg nouvelles de ces courbes la représenta-

riown an(z)
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satisfasse sux conditions

/,(V,.[,.t,y)=0
/,{V,‘(,x,ov/ﬂt?

les /ﬁ ot étant des fonctions de

7

V + & » x ¥ i o designe la tangente a/
au point (Jg‘y)
Ce prﬁil&ae présente une généralisation

(5

considérable du probldme classique de Kirchhof
en se qui concerne lo systéme ( I) de néme
aue les conditions frontidre,

D'ailleurs les conditions imposées aux
parties données des courbes frontidres sont

encore ¢trop restrictive .

Nous allons lea traiter d'une fagon 4if -

férente.
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V4 4 ~ \. e N1 . -
“. Les_ _systemes  qul one sont _pas

fortement elliptique,

L'exemple le plus simple d'un systéme el-

liptigue,
est le

qui n'est pas fortement elliptique ,

suivant :
dyr .. Fu.
Ja 95/ (6)
v . du

R Y | W = C
7y U 4 onst

pond au mouvemnent turbulent d'un

fluide incompressionabls; w est 1'intensite de

la turbulance.

L2

el Y . = s £ - ¢
protvieme de ls  déterminaticon d'un cou-

~ant  turbulent W étant constant ) ge

reduit  au probléme de la  représentation  suasi-

conforine

du domaine j7/f; /) sur la bvande

0< ¥ < h-- . Ce dernier probléme peut 8tre

réduit & son tour au urobldme de Hilbert pour

les ronctions harmoniques ou bien au probldme

de Dirchlet vpour une fonction v , satisfai -

3
Sunve 2

PEE AECN
AT LT

uniogue.

1'éguution de Foisson AV = W

eme que  pour la cas d'un courant ls -

G

la solution existe toui_urs et elle est
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Ce qui est specifique pour le cas considé-
ré ct'est que la solution peut ne pas 8tre uniforme.
T1 est essentiel pour sc qui suit, aque si

les courbes /o et [/ sont suffisamment regu -

1l éres W étant fixe, il existe teujours un
A  tel que pour tous les 4> 4,

la représentation quasiconforme du 'domainej”fl/?

sur 1a bande J<v <h est uniforme.

4. Les problemes de récollement,

1,e mouvement o drux couctes de fluldes daif -~
férents peut &tre considéré coume une ménéralicntion
noturelle du mouvement d'un fluide avec une
frontidre libre.

C'est Kotchino le premier oul traita  un
probldme de cette natfire d'une fagon rigou -
reuse.

11 s‘'agie de la propagation des ondes 1le

. T8
long, de la frontidre de deux couches de fluides a
densités différentes.

Du point de vue mathématique les mouvenenth
de fluides formées de deux couches se rédui-

sent aux problémes de "récollement'.
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Voici des exemples ¢ telles problimes.

g L

Frobléme 2,

I1 feut déterminer dasns le domainel//s./")
une courbe )’ qui partage ce domaine en deux
vandes  Jf77 . f) et ]/[, /‘} d'une telle
fagon que la représentation quasiconforme ef-
fectude au moyen du systéme (5) de la bande

200, 7) sur la bande (< V <4,
et la reprédsentation conforme de la bmﬁée ﬁ/r )
sur la bande hy < U < h coincident le long
de [ .

Probléme 3.

La frontidre /., du domaine J/[/,,/)
possdde un point angulaire A . Il faut d4é -
terminer dans le domeine Vi //,' )
une courbe J  done les extrémités sont les
points A et B de la ligne /o d'une
telle Tfagon. que le long de I coincident les

vitesses dea deux courants:

I. Un courant & turbulance constante &

dans le domaine limité -par 1la courbe )’ est
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- 11 -
@ le segment As de la courbe r"
& 2. Un oourent dans la bande off..r )
2 [:: ‘mg ﬁm de [; en Nﬂplﬂg&nt le

segment ‘5 par la courbe I .
_Le probléme 3 peut dtre généralisé.
Probldme 3°

Considérons un contour fermé l', situé
.- dsns 1le domaine -limité par la courbe Y et
| le sogn'ent Aﬁ de 1la ligne I: . |

On exigent la coincidence sur Y  des
vitesses du courant I du problh 3 et du
courant 3 turbulence constente ¢«J dans 1 -
anneau limité par la courbe {  1e segment

AB  de 1a courbe /. ot par le contour \’. .
la vitesss de ce courant  doit étre con -
stante ®ur Y: .

Parmi tous les problimes qui ne font
pas appel A la viscosité du fluide les pro -
bldmes 3 et 3' - psreissent d'écrire les mou~
vements w»éels d&e 1s fegon la plus précise .

Om wt an ls solution approchée des
problémes &e 1'hydmdym1que technique en in-

T T S T RS s g A o oo . . . . 5
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troduisent dans les solutions des problimes
> et 3" ~ des corrections & 1'side d'une

¢ouche  trontiére

On peut généraliser les problémes 2 et 3

!

de ls n@me fagon q'on l'a fait pour le pro
bl3me de Kirchhof.

Les deux courants dans les domaines I et [T
peuvent &tre d'derit au moyen de différents sv-
stémes d'équations elliptiques. La condition de
contiPuité sur la courbe r peut @&tre fo:rmualde

d'une fagon générale par exemple sous formes (5).

e e R R R
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Principe variationnel

La méthode variationnelle qui permet d'éta-
blir les théordmes d'existence et dfunicité

pour 1les probldmes citds est fondée sur 1es

propridtds frontidrea des représentations quasi-
cunformes,
La plus importsnte d'entre eux est le prin-

cipe de Schvarz - Lindeld{ pénérulisé, Ilous al-

lons le formuler scus une forme susceptible

d'application:
Principe de Schvarz - Lindeldf.

Considérons deux bvandes J (I,,/) ot
j?(?f ,/gy linitées par des courbes /o ,/
ot r. . r suffisamment réguliéres

Ly =gls). Fiy=y &, g, y=g)

Savoir j{x/ )(y(.z/

Nous dirons gque la représentation quasiconforme

du domaine _j’g /C,f/ ( & l'aide du systdme I)
sur la bande A4 <V <A, satisfait aux prin -

cipe de Sch.-L. si les représentations quasicon -

T N
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4 .
formes des domaines ﬂ[/'.,,/'/ ot j[/;,/";)
sur la bande (7) satisfons aux inégalités sui -
; vantes:
" 1°. En tout point de ia courbe /,
i
; 2°. ®n tout point de la courbe [
appartenent 3 la courbe / VeV
}o. Au vpoints dtabsciusse . L situés
sur les courbes I et /: cu 5{"1/ —(}, {J:)
atteint son maximum
o Vv
Dans tous les trois cas les égalités on
§ lieu seulement dans le cas de la coincidence
. ? des courbes /[ et [ .
o
Citons quelques ces ou le principe de
}g Sch.~L. a lieu.
" Thedl%me I *
Le principe de Sch.-L. a iieu pour tous

les systdmes fortements elliptiques qui ne con -
tiennent pag les variables x , J y ¥, ¥

d'une fagon explicite et pour tous 1les domaines
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ﬂ/f; ,/—') a frontiéres suifisamwents cdmui -
lidres.
Théorens O,

Le principe de Sch.~L, & liew pour tous
les systémes fortements elliptiques A condi -
tiorn que le domaine soit surfisaament étroit .
Cele veux dire que 4./ <§1¢€)'5 (x) <k, h ,

by = h, *h les &,, %, , /A  étunt con-
stants et A suf {isanment petitsf

Notons emcore deux cas partuculiers ol le
pringipe de S8ch.-L. 2 licu, quoique les con -

ditions des théorémes I et 2 asont en défaut.

Le principe de Sch.,~-L. a eieu pour un domaine
quelconque ﬂ/f; , )

/:~'J -g, (x}) >0, /’-'dy "j{l/ , c7/(3(} >é('(;tl
et pour toutes les représentations quasiconformes

de ce domaine sffectude sur une bande O<v<h

au moyen du systdme

' 272 ..2‘.::.. .,@.ﬁ’... (7)
’gf"yag ' aj 3'91
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Le systdme ( 8) d'éerit le mouvement a'un
fluide a symétrie axiale.
Le principe de Sch.-L., permet d'établire le
signe de la variation de 1la vitesse du courant,

dtant Jonnde la variation de sa frontidre.

Demonstration:

Supposons d'abord Yo {(x) >k >0
Le cas générale peut atre obtenu par wun pas -

Bage A& la limite quand £ e O

Soit encore mox [jﬁ/ “é.//I/] =h <k
Cette restriction n'est pas essentielle . parce
que l'on peut obtenir une déformation arbi -
traire en superposant des déformations qui
satisfont & cette restrictions.

Remarquons que 1° et 2° sont des con3€é -
quences Aimmédiates du principe du meaximun pour
la fonction v . |

I1 nous reste A démontrer 3°. Tour celd
représentons 1la variation du domaineJ7/7:,fy
conmne superpositioh des trois wvariations au -
xiliaires suivantes:

I. Translation du domaine _ﬂ/Vj,,CV
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TR T R

B

en bas ( dans la direction nérative des ‘y )

f¥%; 4% h unite de longeur. . SRR ;~ |

o, Tmpanslotion de la frontidre inférieure

du nouveau domaine dars 1la direction positive

,g}- de ‘y a A unite de longeur.

%, Transformation de la frontiére supérieure

du nouveau domaine on r .

D'aprés I° ot 2° 1les deux derniéres va -

riations du domsine ne peuvent qu'augmenter vV
aux points des courbes [/ et I, . qui
nous intéressent.

11 nous reste .a établir le signe de la

variation de V , produite par 1la premiére

translation. 1a vitesse du courant translate est

dvidemzent épale & la vitesse du courant initial

] aux ﬁoints correspondants.
#if» Le potentiel u et la fonction du cou -
rant U  du nouveau coursnt satisfont aux sy -

stémes d'équations

OF L(yoh) Qu , DI _(j+h) 2L
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‘ Pour 1les fonctions du courant V et U «;
nous avons les équations
g v, Py i Py
B az* Jdy* 4 gy B =

e 2"4
3V+3lf__{ y‘:‘o

d x* 3!2 yv-/v QJ

La variation de 1la fonetion du courant
dv =¥ ~v dans le domaine ,/7//; . /7
satisfait & 1'dquation

Pdv , v _ 4 v_ h D
T i i T

sur la froatidre /

on a

Nous devons démontrer que

%‘L” g (9)

o T e
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sur lé frontidre gupérieure ou bien que Svsd
partout dans ]/FQ,F/ |
Suppossons le contraire qu' il existe un
point intérieur de /(7. /o
dou >0
il existe alors dans J{/../) un point o dv
atteint son maximun.

En ce point nécessairement

vy - 38v - ¢

o

dx 3y
918y v ¢ p
axﬂ ‘ 0 aal: <

Ce qui contredit & (8) et (9).

Considérons encore un nouvel exemple de
l'applicetion du principe de sech ,-I.. au 8y -
stdme (6) qui n'est pas fortemeant elliptique.

Désignons par £ = { 20..r }} la classe

des domaines 7 dont les frontidres sa -

tisfont aux conditions :
/(j(,;(f//( K. | K{h (5(,::} ~Cy, {x) & K, h
Jy: [ K [y't=] <K

/j:(x}/ $K” /#"(:r}/‘/\/'
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Théordme 4,

Le principe de Sch.-L. a lieu pour toutes les
représentations quasiconformes des domaines de la
classe ( £ ) sur la bande O < ¥ <A gofpéctudes
par le systdme (6),  étant suffisarment petit,

| La grandeur de w dépend uniquement des con-

stantes k,h qui carecterisent la classe £ .

Conséquances du principe variationnel

Toutes les propriétés des représentations con-
formes, qui suivent du principe de Sch.-l.,subsistent
pour les représentations quagiconformes, pour lea-
quelles ce principe a lieu. En particulier les pro-
priétés frontidres des représentations quasiconformes
telle, que les conditions d'existence et de conti-
nuité des dérivés aux points frontidres, les théo -
rémes sur la croissance et sur la décroissance du
module de la dérivé au points d'inclination extrs -
male de la frontidre et le théoréme sur l'impos -
8ibilité de l'extremum du module de la dérivd aux |

" points extrémsux de la courbure de la frontidre du
signe correspondant on lieu pour les représents -
tions quasiconformes qui admettent le principe
de Sch.-L.
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Parfois les précisions métrique du principe

de Sch.-I.. sont indispensables pour les aprlications.

Bn particulier, ¢a a lieu pour les problémes a
conditions frontidres du type (5).

En s'sppuyant sur le principe de Sch.-L. On
peut construire des fonctions majorante pour de dif-
férentee classes de domaines /) //1,/i) qui per -
mettent d'apprécier des deux cotées la vaeriation du
module de la dérivé frontidre par rapport 3 la va -
riation de la frontidre elle ménme.

Par exemple: si A est l'ordre de la largeur
de la bande on a aux points ou la variation de 1la

frontiere /7 est extrémale (cf.3°)

Slog V > L%“—U (10)
La constante étant appréciable & partir

du grade de régularité des courbes /., et / .
D'une fagon analogue on peut apprécier les va -

leures extrémales de 5%; Vo et de ces déri -

vés par rapport au grade de régularité des courbes

fc et [' .

On peut déterminer un procédé général pour ré-

soudre les problémes frontidres formulés plus haut

en s'appuyant sur le principe variationnel et sur

Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2011/11/15 : CIA-RDP80T00246A018000450001-2
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les p?opriétés frontidres citées des représenta -
tions conformes et quasiconformes.

Nous allons montrer l'application de ls mé -
thode variationnelle aux probl2mes les rlus sim -
ples du mouvement d'un fluide avec un Jet libre .

Considérons le probldme (I) /[, » 4 =Y [x)
étant définie pour tous les x , les A =

J:’ (x) (yc" (x) étant bornés. La courbe /
étant 4éfinie par la condition V= Ve 1e long
de cette courbe, V, é&tant donné .

Remarquons premidrement que l'uncité de la
solution suit de principe variationnel, gquand on
fait tendre /x/—= oo |

Pour la démonstration considérons une classe

compacte de courbes

/'-'ay kﬂy (x)
402/ +h < ylx) <4, (x/*j
{,'/-r//c Ko, [y (x) € K,

Choisissons dans cette classe la ligne

sur laquelle la fonctionnelle

]/f)'max/l/’l{/

e, ] R RS N i, e e R T e e i s A O e B g W SRS
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L etant suffisement petit et et suf -
fisement grands atteint son minimum par rapport

A la classe considérée., Il faut prouver que

J()}=0
Supposons le contreire J ( f,) >0

Le principe variationnel permet d'obtenir une

variation de 1la courbe /; qui diminue J(r } .

BEn s'appuyant sur les inégalités du type (10)
et sur les propriétés frontidres de V  on peut
construire une variation admissible de /]

La contradiction obtenue prouve notre affir -
mation.

Nous donnerons plus loin quelques théorémes
g'existence et d' unicité dont les démonstrations
font appel aux pajorantes qui utilisent les pro-
priétés les plus simples des classes de courbes

. et [ seulement.
Notons que l'emploi des calculayrices mo -

dernes permet d'obtenir des solutions effect -

ives d'un.grand nombre de problémes classiques de

1'hydrodynamique 3 surfage libre.

G e R R RO S N T s g oo R

o
A
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7. Théoréme d'existence et d'unicité.

- : g g 4 - v Y 3
Jolcel ruelnues resultats sur ce sujet:

Supposons que la courbe /. est définie
pour tous les I, % (x) > 0 et
[

que la courbure de [/  est continue et bornée.
Aiors la solution du probléme (1) existe et
elle est unique pour les systémes &'équations des

types suivants:

1. Les systémes fortement elliptiques qui ne
contiennent pas les conrdonnés {y L u,v)

d'une fagon explicite.

2. Les systémes (4) avec v(v,):‘:{
si les condition frontidre (5) satisfont aux
conditions supplémentaires
<K, € ngi_ ; ,@41.,Q‘A
aV 0y

,j tant suffisamment petit, et les constantes

qui déterminent la régularité des courbes fronti -
tres, l'ellipticité forte du systdme et A,
édtant fixe.

I.e cas particulier quand /., est 1l'abs -

R e R A T e R o A TR B IRk, e g B BN R T R R S e

¥

SR R
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cisse elle méme et la condition sur . egt de
la fgrme
2
V ‘*)\é{z’C

présente un intérdt spéciale.

Dans ce cas le probléme I ce réduit au pro -
bldme classique du mouvement stable d'un fluide pe-
sent dans un canal de profondeur finie.

Pour lge valeurs de A suffisamment petites
le pr&bl&u@ n'admet qu'une solution triviale s'est
3 dire un mouvement de translation.

; pertir d'un certain A la solution ces -
se d'8tre unique.

11 existe encore une classe de solution pério-
diques.

On peut obtenir une onde solitaire comme cas
limite des ondes infiniment longes.

Les méthodes approchées fondées sur 1a‘m6thode

variationnelle permettent d'établir 1l'existence et
1tunicité des solutions du probldme (I) pour une
classe de valeurs de AN approchées de la valeur

critique.

Cela permet d'inclure les ondes solitaires de
petites amplitudes dans la théorie générale.

AR
1,

i
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On peut construire un procédé générasl pour
résoudre le probléme des ondes dans des bassins
de profondeur finie, Ce procédé exige des calcu -
latrices modernes,

Voici encore un “héoréme qui se rattache au

probléme du récollement des solutions.

Théoréme 2.

La solution du probléme 2 existe et elle est
unique pour tous les w/ auffiaamm§n$ petites .
'Dea problimes de recollement plus généraux
( probldme 3 ) ont été résolus ricemment par plu -
sieurs auteurs au moyen de méthodies différentes .
Pykhteev et Xhaperskov ont résolus le pro -
bléme 3 sous les conditions suivantes; la courbe
[o est componé de l'axe des abscisses et du
segnent (0,TI) de l'esxe des ordonnées. Entre les
courbes I; et !ﬂ le mouvement est laminaire.
Chabat a résolu le mé@me probléme pour le cas ou
le est l'axe des sbscisses le contour
s8'évanouil et la turbulance est constante dans le
domaine limité par /o et

C'est encore Chabat qui & trouvé une classe

de mouvement satisfaisant sux conditions du

s EY3 ey L B el S Bt e frot e WA, L el AT 4B e S e prm—.
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probléme 3 : étant donné le courant I il con -
struit le courant 1] en résolvant le probléme

de Cauchy.

8. Le probléme spatial,

Par analogie avec le cas des domaines plans

on peut poser le probléme des représentations qua-
siconformes des domaines spatiaux.
I1 s'agit d'établir une représentation ho -

méomorphe et différentiable du domaine J de 1'-

espace -‘t,# y 2 sur le domsaine & de l'espase

v, v, W 4d'une telle fagon que les fonctions

U‘U/x,’,z/,lffu'[l,gyz) y WﬁW/l,J,l/

satisfassent au systdme d'équations

T

Fijx,g,3,uv.W,u, Uy,us,. - Wp)=0, i=1/23(II)

De m8me que dans le cas plant le probleme de

Riemann de la représentation quasiconforme d'un do-

maine sur un autre pour un systéme (II) arbitraire

./ n'est pas résolu dans toute la généralitée.
A I1 parait &tre pénible de caractériser d'une
4 fagon compldte les classes des représentations (II)

A pour lesquelles le probléme de Riemann est soluble,
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"morphe 3 l'intdrieur du domaine et que la corres -

et A quand x —<—eo , On chdrchent une

R T o S S e S

Nous avons constrult quelques classes particu-
lidres de systimes (8) (les représentatiors harmo-
niques, pour lesquelies le thdordme d'existence ot
d'unicité a lieu,

Pour assurer l'unicité de la solution on est

oblig¢ de supposer que la représentation est homéo-

pondance des points frontitres est donné.
Considérons maintenant une classe de représen-
tatlons liécs aux mouvements d'un fluide entre deux

surfaces.

9. Représentation d'une couche.

soit ][/, I")  un domaine limité par deux
surfaces /, et [/  régulidres

loid =2, (x,4)
o7 wz.(.x,(y/

Les fonctions Z, et Z tendent vers

représentation de Z? sur la couche < W <#H

qui jouie des propriétés suivantes:

I. Ona ¥ H r H _L‘/... H
2

h

— ey e g .
quand X e - o0
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<. Les plans = L se trensforuent ern
5
des surfaces orthosonales aux c.ofaces 7 , [ .
La fonctions o "K*j’ i e8t harmo -
nique ot régulisre dans ;j}//; e,
%, Les droites v =(, , W =¢(, se trans-

forment en de3 courbes orthogonales aux sur -
faces vu=( |,

I1 est évident gue les conditions signaldes
determinent la représentation du ioméine_ﬂ{YZ,f) -
d'une fagon unique. la fonction U est le poten -
tiel des vitesses & co irant d'un fivuide idéal dsns
la couche _j] {’/;, [/ ot la vitesse est donnde
pour g - - o

-

La constuction - . représentation se raméne
a la construction du potentiel ¢ ., Ce potentiel

peut étre mis socus la forme

t; =
h
(* étant une fonction harmonique qui satisfait
v e -
& la condition de Neumann - on 77'{(,..
dh

sur la frontidre du domsine ¢ étant un orthe

‘ \ s, . .
‘vecteur de longuer 1  perallele a l'abscisse et

i~

n {un orthe orthogonale 3 la irontidre de . ﬂ IR
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sous asllons  admetlire dons ce gul  sult  que

1'épaisseur de la couche est borne  des deux cBtés

kh € % (J.fy/’ Z, ’Ij) Q'L"h

k étans fixe, O<4 < {

10. Couches minces, formules approchées.

I1 est surtout important pour les applica -
tions de savoir évalues les dérivés frontidres
des représentations & partir du grede de la ré -
gularité de 1la froutidre /

De méme oue dans le cas plan cette appré-
ciation dépend de l'evalution de la veriation
de 1lu vitesse frontit»o et de sa direction
comme fonction de 1lu variastion locale de la
frontitre.

Nous allons supposer aue les surfacesfl
et I sont suifisaument rapprochées des plans
Z, =0 et 2 =h et oue 1les dérivés
des deux premiers ordres des fonctions Z”(kkyj

et £ /I,#/ sont d'ordre /4 .
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R Théordme 3 .

Si 1l'on remplacent la surface /[ par une

.

surfacea [/~ qui différe de /[ seulement dans
le voisinage a du point A, , cela veut

dire A
- 0 pour a
Z(l, - 2/3, = éz = /
y} y/ \>’0pcurA ca
su point arbitreire A on a :
- -x C
(§V) « ke’ 9, (12)

étant 1a distance de A 2 A, et ]
le volume contenu entre /= et [/ .

La démonstration peut &tre obtenue par la con-
sidération des courants élémentaires dans la couche,
0<2 <h quand il y a une convexité sur une
des surfaces frontidres. Le cas générel peut étre
traite 3 1'aide d'une majorsnte de aV avec ap-
pel au principe du maximum par rapport au potentiel.

Il est aisé d'obtenir des formules approchées

pour V et d'apprdécier l'erreur commise comme

fonction de # et de la régularité des surfaces

I et [, en s'appuyant sur théordme 3 et en

considéran: des exemples élémentaires du courants,

S P - o s cw foe = R T L L T e A 0

A
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R

sitwds dwns une cuurhe,

,é On peut choisire crmme aprroximation initiale la

4 aleur de la vitesse Vo ct sa direction of
définie a 1'aide de 1'.; ~raulique en admettant que :
la vitesse e¢st constante le long de la normal a la
surface [/ ., .

el Dang ce cas la continuité du courant entraine

Ld le systeme suivant i

v At .- = _ ‘ Roa

A C’LV, Pl 1 PF (1a)

vV 8 - on t 98

f ol . A wad ? [ Jin @
Cos?( @8  Z° /J /Jm

S ddésigne la direction de |74 y 7 lui

i
est orthogonale ét & est 1l'angle formé par V.

et grad 2 .,

Pour obtenir des formules plus exactes on peut
calculer une correction en poursuivant une méthode

ancloge & celle du probidme plan.

=
4

Considérons pour cela la normale 3 la surface
/" vpassant par le point A. . Soit B. 1le
point d'intersection de cette normale avec la sur -

; - .
k face de /. . Soient /[ et /  deux sur -

faces ayant aux points A,, et B. un contacte
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d'ordre deux avec les surfaces [ et [, respec-

——

tivement. Les surfaces [ et [, doivent 8tre

——

cholsies d'une frelle fagon, aue le courant tﬁ
puisse étre déterminé d'une fagon effective ; elles
doivent 8tre quatre fois continliment differenti -

ables.’

Tuns ces conditiors chacune das surfaces /:

et [ peut 8tre déterminé & ['aide de cino para-

mdtres ( fx, et B, dtant fixe ) savoir: les

(::;,z» o4 c;)l,, Qél
i ¥

coefficients ~Sfe L S 55
¥ 4 [o ¥ 4 (“/ oJ

du dévnloppement taylorien.

S0it 'vz la vitesse du courant dans la do -
maine /] ( /[, ") . ( la vitesse Vo au point
A. et sa airection (o é&tant définies par la
solution du probldme hydraulioue ). Suuiosons oue

toutes les glifférences g} ~§-—£—' e g;f - g;...z;/

sont de l'ordre de giandeu~ de A.
Alore '

-~

Va =V, 1@, b+, h*+Re

el - —

g, et O, étant deux vecteurs don. les com -

posantes sont &étermindes par les dix puramdtres

2
Jdz. CalF:
By ey
Pux dtyz
’
O B N e e L g L S R R S RS T A e M S TR S N N S T S IR R R
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” "‘51_‘ Rd N . .. - . era wmie .

et Ao étant un infiniment petit d'ordre supé:ie\f

A Al (I3) permet d'apprécier la différencevd"v

On a /\Z"’V/‘ Mh® u  étant une fonction des qust -

ridmes dérivés des fonctions cui détermines les

surfaces /o ,/ E,F . Donc, en négligeant

les infiniment petits d'ordre supérieur 2 celui de
h?- ont  a:

V=V,+ah+ak
On peut obtenir des expressions effectives si

les surfaces /: et /7 peuvent &tre sujeties a
des conditions supplémentaires. Soit /o 1le plen

2=0 ot I - une surface wisine du plan

2 = A , Supposons que /" satisfait 3 la condi-
tion suivante/zﬁz#}—ﬁ/ﬁlh‘c-&lu“lw (I5), 1'ordre
des grandeurs de g';’ n 'est pas inférieur A
celul de /?Jé , 1'ordre des grandeurs de
est supérieur a celui de g-*!' , les ordres des
grandeurs de %i et g—;%g ne sont pas infé -~
rieurs & celui de 4 et l'ordre de grandeurs de
%ﬁ est supérieur d celui de 4 . Sous ces con -
ditions les lignes du courant sont proches au

parelldles & 1'axe des X . Les formules (I4)

-

ERUR S L L e & e o LY W m v RN e UM BN My e e R 0 R R SR e AR PR R Rl S e st e T B A ¢ e
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peuvent etre remclacées poer les formuies spprochées

suivante:

Q.

e

™
ng iQ B

(16)

_En remarquant, que sous les conditions sdmises, la
surface formée par des lignes du courant qui passehf
pour X —= - e par une droite verticale est
presque cilindrique, on obtien une expression appro-
chée de V sur /[

17)

On peut obtenir de méme des expressions anslogues
d (I6) et (I7) en remplagant (I5) par uns con -
dition de double-périodicite de I~ . ces for -

mules approchées permettent de construire une thé -

orie approximative non-lindaire des mouvements on-
,ggg dulatoires stables spatiaux et des mouvements
ayant des jets, Les ondes de Relay généralisées
sons définies par 1'équation:

. .
P da, e TR IR R L e i s S e SR A T TR A Mo e s R e e e s L e
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N2
: (/*;,‘{Z g}%) + Mz =C

On peut étudier l'intluence de la nonliniarité sur
les lois de la propagation des ondes pour les mou-

vements, décrits par l'égquation précédente et peut

ig différents des cas linéaires suiv-nts:

'j Superposition des ondes sinusoidales dtamplitude

: épale qui se rérendent dans des directioms for -
vi mant des angles ol et - ol avec l'abscisse.

TY. PRINCIPI, VARIATIONWEL.
 f§ soit £ la classe des domaines iyﬁt,fj

jouissants  des pmpriété suivantes

[2.(zy)] she ™ w140 [E(xy)-h/< Ehe

.
Bt [35]8E, [SE]sE /%/<€,

q;ﬁ#lV)

/ e ;ri/ < Ea (9.1'35{/ E / /‘

2 a <E;

125 <, ik <] 3 ,/ .@

w3 %‘:ﬁ%‘:
g Tous les & étant suffissmment petits, on g

peut énoncer le principe variationnel suivant pour

tous les domaines de la classe E .

e AL TR ey

oy B 5

Sp o rin e R T e R Sl B e e A I g e, BRI v L i R e . S—
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73
oA
SRR AR s VI B Pz ew
B LN SR Vorkin s oAl s i Ihd

g AR

Y S 3 . g
. 5o Vs . -
Sotent Hi/o () et Wi 1 )denx domaines de la classe
. 4 -
Loel IS et L deux ensemples de points,ou

in difiérence & (:t‘}f‘ fod e ¢l atteind son max-

imum et son minlmum ui sont épaux cn valeur absola
| 1

1r~é-' - A/ ,]:': e 7 " 7
/m«x[ /,xt/} /ag‘z/‘} ma.z/![;r,é// FAS :/}j

.4
Sous c¢eg conditiong, &n point des ensembles / et

£ on a respectivement

B

V et V, étvant respectivement les vitesses

des courants du domaine initisl et du domaine va -

rié. Remarquonsg, que quand &, est fixe et £,

tend vers zero, le mouvement du fluide tend vers

un mouvement plan, I1 s'en suit que pour & ,'
suffissmment petit aux points ou g_: atteind
sont maximum (minimum) absolu et il est supé -
rieur (inférieur) au maximum (aminimum’ de%
la vitesse du courant initial est inférieure (su -

périeure) & la vitesse du courant varié.
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12. MOUVEMENT AVEC UNW SURFACE LIBRE

Le ocas particulier spatial le plus simple
dg probldme I est le suivant : 1a surtace /o ’
étant donné, i1 faut déterminer 1la surface /°
d'une telle fagon que le courent du domeine )
Possédé dans tous les points de /° une vitesse

1 fixée d'avance:

[V]=a>0

Bien que la .colution poit unique om @eit imposer
des oomttonl suxiliaires. Par exemple, on peut
fixer la direction de 1la vitesse dans ur point
quelconque. Supposons que la direction du vec -
teur V ot détermind pour x —e — oo

ot qu'il est paralidle "3 1'abscisse. DN'ailleur

cette condition n'est pas encore suffisarnte parce
£ que si par exemple 7, /x,gjmo o 7
i peut $tre une surface cilindrique arbitreire ,

i« Ko 0 e Sl ey

’,,-;_;&’h@&ﬁ?i-;n -5

R e R R O e, e e 2 B e s R o by
i S ok B R S N R R e 1

Y
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paralléle & 1'abscisse. Dans le cas trivial
Zo(x,4) =0 la solution devient

unique si l'on admet X -—=—° Z/Jr.(y)“*-‘f(g)

en particulier 1[1'5/ ——

Mais on ce heurtent 2 une nouvelle difficulté:

la solution devient instable.

Quel que soit & , on peut construire uu
courant Z,(x,9) =0 lim2[xy)={ pour x —= <
tel que //W-I/< € , tendis que la -
surface /° s'écarte du plan 2 = [ ’ plus
que de !- + Bn effet, posons

. . r Z[Iy/ /4& Cojcy

La surface /[  s'écarte du plan Z=1 a
une grandeur qui dépasse 2! , quel gue soitd
-pour X suffissmment grend et j*ﬂ"r, n=12,....
Néanmoins V converge uniformément vers /
Cet exemple montre, qu'il est nécessaire de
déterminer d'avance une classe de domaines, pour
lesquelles les solutions sont stables, la classe £
définie plus haut joui de cette propriété .
Voici un théordme qui assure simultenément
1l'existense, l'unicité et la stabilité du courent

D e T Y v g e e ¢ R DR AN AR ¢ s e TS e o TR TR e R e i B 3 sl T Ty e
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dans une couche.
TPhéordme : soit /: une surface Z =7, (I.J)

satisfaisant A la condition

~Ix{-lyl
a 0% Z,{x,g)&/rt *e

et telle que les courbes 2 =2.(x,K}, K=Cansl

sont symétriques par rapport au point X a0

| et los lignes Z=2, (K, y/

2 symétriques par rapport au point ¢ =0

‘ quelque soit K'; ) de plus ces courbes sont mono—

tones pour X>0 , X< 0, 3>o,(y<o
se ~ Supposons encore que

e, :
| [3el <t [ag] <

[F5 [« - [55] <

Sous ces conditions il existe une surface f

R S b e

i 2 =2 {x,g) unique, recouvrent /o et
§ telle que
-[xl-ly!

i E O<z(xy)<Ahe

“ ﬁmZ{xé/) =h

S o TR o £ W B gk S e AR o PR 5, VR R R e D L e, g e A
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# qui Joui de 1la proupriété suivante: la vitesse
du courent défini dans le domeine J[7/i,[)
satisfeit sur /° A la condition /¥/ =/

et pour JX—= - oo cette vitesse est pa-
ralldle 3 1l'abscisse.

La solution est stable dans le sens suivant:

Si l'on a sur 1la surfaée F.F

[IVI-1] <€

et 8i pour X —e — o= la vitesse du

—

courent V  est parslldle & 1la direction

positive de 1l'abscisse slors pour toutes les

A5

surfaces -/-- -setisfaisantes aux conditions.
imposées 3 /o on a

[Tlxy) -1 <Ke e

K étant une constante.

& peut @&tre arbitrairement petit.

Mgsesitt MRSty o B . e MR SRR R s SR e e

T b T R D A Y
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‘Ouelques problémes nouveaux.

Plusieurs propriétés des représentations con-

formes et quasiconformes ont été généralisééa pour
les représentations des domaines 3 plusieurs dimen-
sions.Mais on ne conasit presque rien sur les pro -

priétés méometriques des transformations biuni -

i S 3 T

voques des domaines 3 plusieurs dimensions ef -
k fectudes par des fonctions satisfalisantes a des

' systdmes d'équations sux dérivés partielles. Il
s'agit des représentations des domaines spatiasux
effectués par des fonctions U ( x, (y, z) ‘

U{x,#, z) W{s,J,i)
satisraisantes & des systdmes &'équations aux 4aé -
rivés partielles du premier ordre.

'Le premier probldme important qui se pose dans
cette direction est de définir une classe aussi
vaste que possible de systdme d'équation differen-
tielle pour lesguelles le probldme de Riemenn de la

représentation quasiconforme de aeux domaines ar -

bitraires soit toujours soluble.
Au lieu de considérer les représentations
des domainas on peut étudier les métriques aireé -

rentielles de Riemann ou bien construire des par -

B xS B e A . o aa o ; = . X
e e - B v R TR s R W o K IR . wm‘rm*‘mﬁ&m TR
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tivitions du domaine donné en systdme de parallé -
1épipddes infiniment petits dont les neuf para -
mdtres naturels sort sujetis & trois relstions .
Outre l'intérét intrinééque de 1'étude des
p;opriétéa intérieures et frogti&rog de ces
'rcprésenta£§ona décc;l;;taa des propriétég
analytiques des systemes d'équations corrvespon-
dants, ces recherches peuvent @&tre utiles pour
1'étude des problémes spatisux de la mécanique
des milieux continues. J

Voici encore une série de ’probl&ncl qui se
rattachent au théoréme classique de Liouville :
toutes les représentations conformes des domainec
sputiaux sont toujours linéaires. Liouville =a
établit ce théoréme en sdmettant que toutes les
dérivés jusqu'au troisidme ordre des fonctions
qui effectuent la représentations sont continues.
récemment ce théordme fut généralisé considé -~
rablement.

T.e résultat le plus complet a été obtenu
il n-y-a pas longtemps par Belinski : la repré-
‘'sentation presque conforme d'une sphdre est
toujours presque lindaire et l'image de la

sphére elle méme ost toujours presque sphérique .

A f O = R S e el e S S i e e D gl o BF . ~ s - S - © R S et g
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wﬂa que- est remarquable ‘dins Ye ~ théo-
réme de Belinski c¢' est que 1l'ecoart de la repré-
sentation presque conforme d'une représentation
lindaire dépend uniquement de l'écart de 1l'image
d'une sphére intiniment petite d'une sphére et
qu'il ne depend pas des sutres propriétés daif -
férentielles de cette reprdsentation. Le théorene
rénéralise de liouville suit des resultat de
Belinski sous la forme la plus générale en ce
qui concerne 1a régularité locale des fonctions
qui effectuent 1la représentation.

Voici encore un thdéoréme qui présente une
généralisation du théoréme de Liouville dans un

sens différent :

Soient

Geuleg 2], vevingl, Wow(ege) (0
trois fonctions définies dans la couche

0§ Z sf (d)
dont toutes les dérivés Jusqu'au troisidme

ordre sont continues et wuniformément Dborndes

gul effectuent une représentation de cette couche.

i

i
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Supposons que 1l'imdge de chegue cube in - g
finiment petit ourienté suivant les axes des
coordonndes est presqgue un parallélépipede
rectangulalire.

Cela veut dire gi2 tous .e8 plans 2=
se transforment en des surfaces Jd'une fagorn
quasiconforme. Alors les imaves de ces plans
sont eux aussi

presque des plans.

LS

¢

i lton  remplacent ‘presais ,un  parallélé

”

N . . R . . - s
pipede rectangulilrpe" per les cots Vparallele -

pipdde rectarsulaire” on obtient une représen -
tativc de la forme
czwqx*%/vc, veax +6,a¢; .+c,, Wﬁ\f’(l/

Ca veut dire que dans le théoréme de Liouville

on peut remplacer la représertation conforme

par une représentaition plus générale. Ia con - !
- v ' . N ) . %
dition que 1'image d°' un cube infiniment petlt %

doit toujours @étre un cube [peut étre remplaceé
par une condition plus faible que cet 1image doit
goujours &tre wun parallélépipdde rectangulaire .

nente condition élergie la classe des re -

~
présentations oadmissitles d'une fagon tout a

it e e seng i o e g Ry e s e e e LB S AR e T Rl A
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fait naturelle et peut signifiente.

¢' aureit 6été intéressant de savoir i
l'on peut enlever les restrictions locales
impcsdées 3 lu représentation dans le théoreme
énoncé, de méme que de considérer des repré -

sentation satiefuisent au quatre conditions
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